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28. 


SUR QUELQUES INTÉGRALES MULTIPLES. 


[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tome x. (1845), 
pp. 158—168.] 


J'A1 donné, il y a trois ans, dans le Cambridge Mathematical Journal, [2], une 
formule assez singulière pour l’intégrale multiple 


D dæ, dæ.. Q(t — i, Ag — Drese) 


prise entre les limites données par léquation 
m? 
h? 
la fonction étant seulement assujettie à la condition de ne pas devenir infinie entre 


les limites de l'intégration. L’expression que j'obtiens est une suite infinie, dont le 
terme général est de cette forme, 


2 
tjat =l, 


TL d? à d? p 
#( j Jaat’ Jat) hilari aN 
En appliquant ce résultat à un cas particulier, j'ai obtenu l'intégrale à n variables 
analogue à celle qui exprime le potentiel d’un ellipsoïde homogène, pour un point 
extérieur, J'ai depuis cherché à étendre ces résultats au cas d’une densité variable et 
égale à une fonction rationnelle et entière des coordonnées, et d’une loi d'attraction 
selon une puissance quelconque de la distance (toujours à n variables); mais quoique 
jaie réussi à effectuer cette généralisation, mes formules étaient si confuses et si 
inférieures à celles que donne la belle analyse de M. Lejeune-Dirichlet, que je ne les 
ai jamais publiées. Cependant, en revenant il y a quelques jours sur ce sujet, en 
25—2 
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me fondant sur une intégrale plus générale, j'ai trouvé que la question était à peine 
plus difficile que dans le cas d’une densité constante, et se laissait traiter exactement 
de la même manière. J'ai réussi de cette façon à exprimer l'intégrale cherchée au 
moyen d'une seule intégrale définie abélienne, et de ses coefficients différentiels relatifs 
aux constantes qui y entrent; et il ma paru que les formules que j'ai ainsi obtenues 
pourraient n'être pas tout à fait indignes de l'attention des géomètres. 


Considérons l'intégrale multiple à n variables V, donnée par l'équation 


V= f dr, ... wat ... (f termes) tjn ... (n —f termes) $ (a — mt, ...), 
où les variables æ,... doivent recevoir des valeurs réelles quelconques, positives ou 
négatives, qui satisfassent à la condition 


et l’on suppose de plus qu’il est permis de développer (sous le signe intégral) la 
fonction p suivant les puissances ascendantes des variables s, .... 


En faisant ce développement, il est clair que les termes qui contiennent des 
puissances impaires dune ou de plusieurs des variables se détruisent par l'intégration; 
donc, en ne faisant attention qu'aux termes qui contiennent seulement des puissances 
paires, on a ce terme général, 


NM Aer 27 kasi e d Par d \Y%yn 
[2r +IP Br P ... (a) Ph P is QE, R 


À 
X J de, E a N F eea t, 


où P=n+t...; 
il est à peine nécessaire de remarquer que, dans l'expression 
[27 + LA ma as; 


il faut prendre f termes tels que [2r, +1], et n— f termes de Fautre forme 
[2r], et ainsi dans tous les cas semblables. 


L'intégrale qui entre dans cette formule a été trouvée, comme on sait, par 
M. Dirichlet. Sa valeur est 


I (@ +r +$)... T (Ofn + pt +4) hatar +s 
T'(p+k+f+Mm+ 1) | 


2a ,,,+2r 1 
.. hi f+ sut ; 


où kE A +... 
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Le terme entier devient, après quelques réductions très-simples, 


(=) mir rtf 
2+kk T (p +k+f+An+1) 
Bose M. dar d N? 
X ji” us hpaiten+s Er [PP rmt t (a) E ( me) Tr $ (a ne -), 


où lon écrit, pour un moment, 

L =(2r,_ +3) (2r, +5)... (2r, +2a +1), 

Mi = (2T fy <- 1) (2T f1 + 3) t.. (2r #1 + 24} an P) 5 
puis on le transforme en 

(—} fr P+ 
PT +R + f+ bn +1) 
d d d ya | de \" 
x (aa du) (2) ht hgar ee por (he 7) E” EPA TEN 


En effet, les symboles d et h? a étant conversibles, on a 
1 


da 
E (n a) hits (G) =Lh mmf myt . 


et ainsi de suite. 


En prenant la somme de tous les termes qui correspondent à une même valeur 
de p, on a 


1 C \# 1 
S Cag ( a Ja) e... = [pP Vp. 
En posant 


puis, en observant que p doit s'étendre depuis 0 jusqu'à æ, on a, pour l'intégrale 


cherchée, 
d a 
(n x) … 


i eP TÀ 
X Lis sias hf+ sss t Noo petan $ (un, D) ) 


ce qui fait voir que l'intégrale V dépend de cette seule expression, 


v= Gr (a dx) 


æ ve 
US (ppr ry RTI V $): 
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On peut remarquer, en ste que cette ER satisfait à cette équation différentielle, 


z( pin s à its fs U))- VU=0, 


F 
ŁU 1 dU 
ou T + @h+2f+n+1); g VU. 


M. G. Boole, de Lincoln, a déduit une équation semblable de mes formules dans 
le Mathematical Journal. C’est à lui qu'on doit l'introduction dans l'intégrale proposée 
de cette quantité {, ce qui, au reste, n’est pas d’une grande importance ici; mais j'ai 
cru devoir la conserver, à cause de cette équation même, qui pourrait conduire à des 
résultats intéressants. 


A présent, soit 
1 
p(u—at, ...)= (a =at) +... js 


où s est un nombre entier; je pose, pour abréger, 
in—s=1, k+f+s=0o, 
ce qui donne 
P(p+k+f+in+1)=T(p+i+o+1)=[p+i+oPhT(i+o); 
et ainsi 
Le CARE IRC 
l'a+o)"-° \2»[pP[p+1i+ofP" (a+...) 
Le cas de ¢=0, qui est le plus simple, est, en effet, celui du Mémoire cité, et à ce 
cas on peut réduire celui de & entier négatif; il y a même deux manières d'effectuer 


cette réduction. Représentons, en effet, la valeur de U par cette notation plus complète 
U;; on obtient tout de suite 


1 d\° 
t 


Use = 2-20 poai ( S) (U), 


*  2e[1]—ifp [l-in] de ANA 
la seconde desquelles équations se déduit de cette formule facile à démontrer, 


d "13 a Mens or PO DE 
(at) EE r EAEAN sms à 


Nous pouvons donc, dans la suite, ne considérer que le cas de œ entier positif. 


Commençons par opérer la transformation que voici; en déterminant £ par l'équation 


a 
metre 
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je pose = In, DIF ET, 
ce qui donne 
E=? +... 
at. =P) +...], 


vif) rat) 


où il faut remarquer que ce £, contenu en V, ne doit pas être affecté des symboles 
d 


PAL de V, de manière qu’il faut écrire 
Le QUO :; Pa A: p 
vorp Er errar 2). 
U $ 


TO (a+...) 


ef (oi Of i D (i K Ÿ DEN) 
xS, surroga +...) TTL SAT a (+h) +. F , 
formules qui se prêtent mieux aux réductions, quoique plus compliquées en apparence. 


Écrivons d’abord 


he NN ns )-Gi 3 )= ra a ) 
rat = (iat Gi rm l a E at: ; 
En développant la př™e puissance de ce symbole selon les puissances de A, on a 
[p}? 1 d? ya 
RE ag EELIS Y A BABA A ESA” ; 
(O pga ^ (TF a 
1 


qui doit s'appliquer à TUTE i ar A 


Considérons l'expression 
R d2 p—q 1 
(ré at) fa (1 +h) +. 
et mettons, pour un moment, 
METON E i 


` 


cette expression se trouve réduite à 


de p—q J; 
(a+ a (a? + Dr 
laquelle, par une formule déjà citée, devient 


: $ 1 
a oar aah mie iil a ak a fs a 
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, À j à 1 
c'est-à-dire zenji +p-g-1 Petito- Eee 
1 


Le terme général de U, en faisant abstraction du facteur WOLACETA , se réduit à 


(P (a2 +... PH : 16 1 
prit opte ppp PT TA aE 


considérons la partie de ce terme qui est de l'ordre 0 en /,,..., elle devient 


(Maud, Qu nos mingga D 
a E a pan pet PTE 


1 (La? + 
x (+ p—g— PAT Er: 
Soit, en général, @ une fonction homogène de l’ordre 20 des lettres &,...; on a 
(S) AG [©] 


A Gr TNT QE THEME} rer) a+.. 


et de là, en répétant toujours lopération A, et faisant attention à ce que AO, A6, 


sont des fonctions homogènes des ordres 20—1, 20—2, &c., on obtient 


T CEE SE N 


- 1 
x [i +g- 20 = in] AO. m 


La? +...) a . i 
i; a a E SL à > et A 


| 1 
x [i + p — 0 — nf A` (La? + X. (ai +...) PT” 
depuis A=0 jusqu’à À =q. 


Puis, pour le terme général de U, 


(w otai Sue À dé 
Fan a, 
1 


x [i +p-g- inp G+p—0-—f AGN a L 


ou nn + p 9 bip — 0 pr 


_yp+9 1 
k Po [i+ p+ 0- a — 1] A (ha? + DÉC EE 


www.rcin.org.pl 


28] SUR QUELQUES INTÉGRALES MULTIPLES. 201 


le dernier facteur étant indépendant de q, q doit s'étendre depuis 0 jusqu'à p. Mais 
à cause de [g—2X]®* qui devient infini pour g<ÀX, on peut faire étendre q depuis 
g=À jusqu’à q=p; ou, en écrivant 

g—A=g, p-=p, 


q s'étend depuis 0 jusqu’à p’. Le facteur à sommer est donc 


ei un 
+ re Cv + dr, 
GATE ar ME 
si, pour un moment, l’on pose 
C=i+p n, M=i+p—0-— An. 
Cette somme se réduit à 


PA LEE are Ga 
Lo dr À à ets 
c'est-à-dire à 
GA, 
[8—pl? 
et nous avons ainsi le terme général 
__DYA+P+0 TA — 1716 . n 
Er ee A` (La +.) | mp 
Écrivons 
Pahr pi 
cela devient 


C)PIMPIC-pI4 (y á o 1 
Cp 2 [01° TA J* ARE a) (at...) 
où M= C= L20 EN C-A=0—0=X- 1); 


p doit s'étendre depuis — jusqu’à 4 Mais à cause de [p'}”, qui devient infini, pour 
p négatif, on peut létendre seulement depuis 0 jusqu'à 0, ou même seulement depuis 0 
jusqu'à M, à cause du facteur [M JĮ. La somme se réduit à 


[0 M [0 AM=fi+0—1}2[0— 0-2 —1]A 
et le terme général devient 


1 


Cr ) =o] ` À NÀ 2 J 


Écrivons enfin 
O=X+Kk, 
26 
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le terme. devient 
y K AÀ 2 +x 1 
SRIAP INA Lx ENLk Eole EME ETS ESETET EA [k-o aks 1] A (La ze ES: . CES 
Il faut que æ soit toujours positif, car autrement le terme s'évanouit à cause de 
AX(la+...)#*; mais pour æ plus grand que so, le facteur [k—o—1]* s'évanouit, 
donc æ s'étend seulement depuis 0 jusqu'à v. 


Soit k, +... =x, et considérons les termes de Aò (la? +...) qui contiennent a... 
ces termes seront de la forme 


ME e AIE L E eA AATE Adh 
= pe (a) o ea, 


où qı + és Ay 


c’est-à-dire 
APR + eph Da +R PR. pen. gt 
[Q]4 [gi + kjo... ci, 


..3 


ou, en réduisant, 


2 [A] [A + Là i Ce RE [nth sp Eat X 


et cela donne pour U, 


Li cs EE. [+= pou ` [k-o 1]. a%*... 1 
[i+k+A+o]"# CALTE re [k ]" (a+...) 


Soit 

arig p Otu Qu + 
on a | 

A) = (—" Robe ALFE Q+.…=À; 
et de là, 


Be d ALES CT 
Le EE — (h 2) :. (À) = (—} miha E, 


de manière que le terme de U devient 
1 d \# 1 [k—o—1}a* 1 
mp (es A “4. (g PE n 0) PAA 


Prenant la somme pour À, à l’aide de 


1 


; 1 
G > 01NT yitretà— = re 
[o] ik l-u u du ETETEA 


(ce qui suppose l+u>0), on obtient 
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22% [o-]° [x — o — 1]: ah... 1 (1 — u) uit du 


DARA Gr = (2) VE] Gen. 


2 
ou, mettant / x nr 


4 ? 
+ 1 d \# 11 — u) wt du 
a E BR gtx (n x) pl rater 
en rétablissant le facteur constant TG OF Ji gi de U, le terme général de cette quantité est 
wE re aa a EU 1 d \#4 f (1 — uy uit du 
OMR | A OE (hea) h . ET TR 


où ki, &c., sont des entiers positifs quelconques qui satisfont à 
| k, + ... =K, 
et « peut s'étendre depuis 0 jusquà o. Il faut observer qu’en différentiant par 


Th &c, on ne doit pas considérer £ comme fonction de M ..., ce qui est cependant 


nécessaire dans l'équation entre V et U. 


26—2 
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